PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
UNIVERSIDADES DE CASTILLA LA MANCHA

JUNIO — 2018

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

El estudiante deber& contestar a una de las dasneggropuestas A o B. Dentro de

cada opcidn el estudiante elegira cuatro ejercemdse los cinco propuestos. Los ejer-

cicios deben redactarse con claridad, detalladamemnazonando las respuestas. Se
puede utilizar cualquier tipo de calculadora.

PROPUESTA A

1°) a) Enuncia el teorema de Bolzano y justifica razonatge que la grafica de la
funcion f(x) = x*°> + x + 1 corta al eje OX al menos una vez en el interyalb 1].

b) Calcula razonadamente el nimero exacto de puetosrte con el eje OX cuando
x recorre toda la recta real.

a)
El teorema de Bolzano dice que f&ix) es una funcion continua €, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosdrdetvalo, entoncesc € (a, b) tal

quef(c) =0".

La funcionf(x) = x> + x + 1, por ser polinébmica, es continua en R, por lo
cual le es aplicable el teorema de Bolzano a cia&lquervalo finito que se considere.

Considerando, por ejemplo, el interv@del, 1] y aplicando el teorema de Bol-

zano af (x):
f-D=(-D¥-1+1=-1<0.
f)=1%+14+1=14+2=3>0.
Lo anterior prueba que:

La funcién f(x) = x*° + x + 1 corta, al menos una vez,al eje X en [—1,1].

b)
En el apartado anterior se ha demostradof@ugtiene al menos una raiz en el
intervalo[—1, 1].



Teniendo en cuenta qyé(x) = 15x* + 1 > 0,Vx € R, lo cual indica que la
funcién f(x) es mondtona creciente en R; esto significa que:

La funcion f(x) corta exactamente una vez al eje X.
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2°) Calcula razonadamente las siguientes integrales

ex

- dx.
e2XteX—2

a) I=f0n(x2—1)-cosx-dx. by I =]

Nota: En la integrab) puede ayudarle hacer el cambio de variable- t.

a)
I = fon(x2 —1) - cosx - dx.

Se resuelve en primer lugar la integral indefinida:

2 _
A= 2_1). dx o [ U=X —1->du=2x-dx N
f(x ) cosx - dx {dvzsenx-dx—>U=senx}

= x*—1)-senx— [senx-2x-dx=(x*—1)-senx—2-[x-senx-dx =

=x*—1)-senx—2-4, =A. (%

= du = dx
A= x-senx-dx:{ U=x= }=>
1= dv =senx-dx > v=—cosx
= x-(—cosx)— [—cosx-dx=—x-cosx+ [cosx-dx =

= —X-C0SX+senx = A;.
Sustituyendo en (*) el valor obtenido dg
A=((x?>—-1)-senx—2-(—x-cosx +senx) =
=((x?*—1)-senx+2x-cosx—2-senx = (x* —3) -senx + 2x - cos x.
I = fon(x2 —1)-cosx-dx =[(x*—3)-senx+2x-cosx]|¥ =
[(m?—3)-senm+ 2w -cosm] —[(02—=3)-sen0+2-0-cos 0] =
=27 (-1)+3-0—0=—2m.

I = fon(x2 —1)-cosx-dx = —2m.




t2+t—2=(t+2)(t—-1). Sustituyendo en (*):

1 1 A B
ft2+t—2 Hdt = f(t+2)(t—1) Hdt = f(@ t :) wdt. (")

A B At—A+Bt+2B _ (A+B)t+(—A+2B) A+B=0 _
w2 T (-1 t2r2t-1  —A+ 2B = 1} =3B=1=
= B = g,A = —g. Sustituyendo en (**):

1 1
1=f<—3+4>-dt=—1L|t+2|+1L|t—1|+c=1-L|ﬂ|+c.
t—1 3 3 3

t+2

I=fL dx = |2 4 c.

e?XyeX—2 eX+2
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x+3y—az=4
3°) a) Discute el sistemax + ay +z = 2} en funcion del parametroe R.
x+4y—5z=6

b) Resuélvalo razonadamente para el valer 2.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:
1 3 —a 1 3 —a 4
M=(1 a 1 |yM=(1 a 1 2}
1 4 -5 1 4 -5 6
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrmpdeametraz es el siguiente:
1 3 —a
IM|=|11 a 1|=-5a—4a+3+a’?—4+15=a?—-9a+14=0;
1 4 -5
a=9i\/81—56=9i\/ﬁ=9i5=>a1=2,a2=7.
2 2 2
a+2 . o 10 ik
Para {a¢7}:>RangM—RangM =3 =n%incog.= S.C.D.
1 3 -2 4
Paraa=2=>M’=<1 2 1 2>=>{gl'g2'g4}=>
1 4 -5 6 23
(|11 3 4 \
1 2 2/=124+16+6—-—8—-8—-18=34—-34=0
1 4 6 r_
113 -2 4 * = Rang M’ = 2.
2 1 2=18—-40-16—-16+304+24=72—-72=0
\[4 -5 6 %
Paraa =2 = Rang M = Rang M' = 2 < n%incb6g.= S.C.I.
1 3 -7 4
Paraa=7=>M=(1 7 1 2]|=>{C,C,,C}=>
1 4 -5 6
1 3 4
=1 7 2|=424+164+6—-28—8—-18=64—-54+ 0= Rang M' = 3.
1 4 6

Paraa =7 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.




b)
x+3y—2z=4
Paraa = 2 el sistema resultax + 2y + z = 2}, que es compatible indetermi-
x+4y—-5z=6
nado. Despreciando una de las ecuaciones (teschejenda = A:

x+3y=4+2/1} x+3y=4+24

x+2y=2-21 —x—2y=—2+/1}:>y=2+3/11

x+2-2430)=2—-2; x=2—-1—4—61=-2—"T7A

Solucion:x = =2 -7,y =2+34,z=A4VAER.
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4°) Dado el plana = 4x + 2y + 4z — 15 = 0 y el punto4(2, -3, 1):
a) Calcula la distancia del punto A al plamo

b) Calcula razonadamente el lugar geométrico dedntog del espacio cuya distancia
al planoa sea igual a la distancia del punto A al plano

a)
La distancia de un punt®,(x,, y,, z,) al planoAx + By + Cz + D = 0 viene
7 _ |Ax0+By0+CZO+D|
dada por la formuld(P,, ™) = N YD
_ |42+2:(=3)+4-1-15| _ [8-6+4-15| _ |-9] _ 9 _ 3 _ .
(A 0) == — Vieraric — e _ 52— Lo unidades.

b) Calcula razonadamente el lugar geométrico dedntog del espacio cuya distancia
al planoa sea igual a la distancia del punto A al plano

Se trata de dos planos paralelos al plam4x + 2y + 4z — 15 = 0, uno por
cada lado, uno de los cuales contiene al punto A.

|[4x+2y+4z-15|] _ 3 |4x+2y+4z—15| _ 3

VaZiz24Z 2’ 6 =>=4x+2y+4-z-15|=9=

a, =4x+2y+4z—-15=9 } a1§4x+2y+4z—24=0}
a, =—4x—2y—4z+15=9) a, = —4x—-2y—4z+6=0)

Solucion: oy =2x+y+2z—-12=0y a, =2x+y+2z2—3=0.

El plano que contiene al punto A@sque satisface su ecuacion.
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59 a) Una planta industrial tiene tres maquinas. La rimegé produce 500 conden-
sadores diarios, con un 3 % de defectuosos, laim@&uproduce 700 con un 4 % de

defectuosos y la C produce 800 con un 2 % de defegs. Al final del dia se elige un
condensador al azar:

a,) Calcula razonadamente la probabilidad de que eskegtdoso.

a,) Si es defectuoso, calcula razonadamente la pratsbide que haya sido
producido por la maquina A.

b) Lanzamos un dado perfecto cinco veces. Sea Xiabka “nimero de multiplos de
tres que pueden salir”.

b,) Calcula razonadamente la media y la desviacidcetigie la variable X.

b,) Calcula razonadamente la probabilidad de obtar&ra@o mas multiplos de

tres.
a)
Total condensadores: 500 + 700 + 800 = 2.000.
500 700 800
P(A) =——=10,25; P(B) =——=0,35; P(C) =—— = 0,40.
2.000 2.000 2.000
D _w—p=025-0,03=0,0075
0,0¢
0,97
L. -p=0,25:097 = 0,2425
Maquina A
D -p=0,35:0,04 =0,0140
035 /0,0'4
7 . \%E
D - p =0,35-0,96 = 0,3360
Maquina € — p = 0,40 - 0,02 = 0,0080
D Ao p =0,40-0,98 = 0,3920
ap)

P=P(D)=P(AND)+P(BND)+P(CND)=
= P(A) - P(D/P) + P(B) - P(D/B) + P(C) - P(D/C) =

=0,25-0,03+0,35-0,04+0,40-0,02 =0,0075 + 0,0140 + 0,0080 = 0,0295.

a)
_ __P(AnD) _ P(A)-P(D/P) _ P(A)-P(D/P) _
P =P(A/D) = P(D)  P(D)  P(A)-P(D/P)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(D/C)




_ 0,25-0,03 _ 0,0075 00075 75 15 _ 02542
~0,25-0,03+0,35-0,04+0,40-0,02  0,0075+0,0140+0,0080  0,0295 295 59 ' .

b)

El espacio muestral &s= {1, 2, 3, 4, 5, 6}, de los cuales son sucesos favorables

P 2 1
los niumeros sombread{ 6}, por lo cualb = Pl

Se trata de una distribucion binomial eor- 5;p = é yq=1- § = 2

by)
Media=pu=n-p=5-

W
|w|u1

acién tivica=o = . n-p-a _/.1.3_ 10 _ V1o _
Desviacion tipica =0 =,/n-p-q= |5 . 3—\/2— . = 1,0541.

b2)
La formula de la probabilidad de la distribucicindmial esP = () - p" -
q™ ", la probabilidad pedida es:

SANONCRIHEONOREEEIEREEICI R

=2 . D=2 -1 —0,0453.

34 3 35 243

*kkkkkkkkk



PROPUESTA B

1°) a) Prueba que cualquiera que sea la constagefuncionf(x) = x3 — 5x2 +
7x + a cumple las hipotesis del teorema de Rolle enteivalo[1, 3].

b) Calcula razonadamente un punto del intervalo &b{ér3) cuya existencia asegura
el teorema de Rolle.

¢) Calcula razonadamente los puntos de la gréfieag = x® — 5x? + 7x donde la
recta tangente tenga la misma pendiente que ayeet4x + 2.

a)
Una funcion cumple las hipotesis del teorema déeFRm un intervalo cerrado
cuando es continua y derivable en ese intervatepdop y q valores reales del in-

tervalo se cumple qu&(p) = f(q).

Para que el valor de sea indiferente, basta encontrar dos valorgsn perte-
necientes al intervalfl, 3] para los que la funciég(x) = f(x) —a = x> — 5x? +
7x tome igual valor, es decig:(m) = g(n).

Considerando los valores extremos del intervalo:

g()=13-5-12+7-1=1-5+7=3

= g(1) = g(3).
353247327 a5s21og) IV =90

De lo anterior se deduce gfi€l) = f(3) y, en consecuencia:

Queda probado que f(x) cumple las hipotesis del teorema de Rolle en [1, 3].

b)

El teorema de Rolle dice que “si una funcfdm) en continua efa, b] y deri-
vable en(a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple qug(a) = f(b), existe al menos
un valor ca < ¢ < b tal quef'(c) = 0.

f'(x) =3x%—10x + 7.

Flx)=0= 3x2 —10x+7=0; x = 10+v/100-84 _ 10+V16 _ 1044 _ 52
6 6 6 3

>x, =1¢(1,3)yx, =2 € (13).

El punto que satisface el teorema de RollgleB]| esP Ef (g)]



c)
La pendiente a una funcién en un punto es igualefjwalor de su primera deri-
vada en ese punto.

La pendiente de la recta= 4x + 2 esm = 4.
f'(x) =3x%—10x + 7.

10+v/100-36

ff(x)=4>3x>—-10x+7=4; 3x?—-10x+3=0; x = -

10+V64 _ 1048 _ 5+4
6 6

1
= xl =:§,x2 =:3.

N = (2 e (g 11 5,7 _1-15+63 _ 49
f(g)_(3) 5(3) +73_27 9+3_ 27 27
f(3)=33-5.32+7-3=27—45+21=3.

Los puntos pedidos son P G,g) y Q(3,3).
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2°) Dadas las funciong€x) = 2x - e ™ y g(x) = x? - e™*, calcula razonadamente el
area del recinto cerrado limitado por las grafibagsas funciones.

Las abscisas de los puntos de corte de las domfascson las soluciones de la
ecuacion que resulta de la igualacion de sus erpeEs

f)=gx)=2x-e*=x*e%x-e*2—-x)=0>x =0,x, = 2.

En el intervalo de la superficie a calcular amhaiones tienen sus ordenadas
positivas. Teniendo en cuenta que, por ejempl@yar 1 € (0, 2):

f)y=2-1-e71 =§ yg(1)=1-e1= l=>f(1) > g(1), la superficie a

e
calcular es la siguiente:
— — - 2, - _
S= )= g@)] dx=fj(2x e —x’ e dx =
= fOZ(Zx —x?)-e™* - dx.
Se resuelva, en primer lugar, la integral indefnid

— 2 _
A= (2% —x2)-e*-d :{u—Zx—x —>du—2(1—x)-dx}=>
[(2x —x?)-e x oE sy

=>2x—x%) - (—e™)—[—e™-2(1—x)-dx =

=—Q2x—x%)-e*+2-[(1-x)-e ™ -dx=—-2x—x%)-e ¥+ 24, = A

_ u=1—x->du=—dx
Al:f(l_x).ex.dxz{dvze_x-dx—)v=—e_x}:

>A—-x)-(—e™)—[—e™ (—d0)=—(1-x)-e™*—[e ™ dx=

=—1-x)-e*+e*+C=e*[-1—x)+1]+C=x-e7*+C = A;.
Sustituyendo en el valor de A el valor obtenidaige
A=—2x—x?)-e*+24;,=—-0Q2x—x%)-e*+2-x-e*+C=

=[-Q2x—x?)+2x]-e*+C=x%-e*+C = A.

S = fOZ(Zx —x) e -dx=[x2-e*3=2%-e?)—(0%-e79 =



iz u? = 0,54 u?.

S =
e
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3°) a) Encuentra los valores del parAmetre R para que la siguiente matriz tenga

a—1 1 -1
inversa:d = ( 0 a—2 1 )

a 0 2

b) Paraa = 2 calcula razonadamente® y comprueba el resultado.

¢) Paraa = 0 calcula razonadamente el valor de los determisgate | y |24|.

a)
Una matriz tiene inversa (es invertible) cuandasterminante es distinto de
cero.
a—1 1 -1
[Al=] 0 a—-2 1|=2@-1D@-2)+a+a(a—2)=
a 0 2

=2@*—-3a+2)+a+a*—-2a=2a*>-6a+4+a*—a=3a’>—-7a+4=0;

_ 7+V49-48  7+V1 7+
= =—=

1 4
a - . =>a1=1,a2=§.
. . . 4
La matriz A es invertible Va € R — {1,5}.
b)
1 1 -1
Paraa=2esA=<0 0 1).
2 0 2
Se obtiene la inversa por el método de Gauss-Jordan
1 1 —-1|11 0 O
(A|I)=<0 0 1]0 1 0)=>{F3—>F3—2F1}:>
2 0 210 0 1
1 1 =11 0 0 1 1 —-111 0 O
=><0 0 1|0 1 0)=>{F3—>—§F3}:><0 o 110 1 0)=>
0 -2 41-2 0 1 0 1 =211 0 -
1 1 —-111 0 O
=>{F2<—>F3}=><0 1 -2/11 O —§>=>{F1—>F1—F2}=>
0 0 110 1 0
1 _ 1
=><(1) (1) 12(1) 8 21):{F1_)F1_F3}=><(1) (1) 8(1) 21 21>=>
B 2 F F, + 2F 2
00 110 1 0 2222 g 0 1l 1 0




0 -1 1 L (0 -2 1
> A 1=(1 2 _;)=5-<2 4 —1>.
0 1 0 0 2 0

Comprobacion:

1 1 -1 L 0 -2 1 L 2 0 0
A-At=I=(0 0 1 -E-<2 4 —1>=5-<0 2 0).
2 0 2 0 2 0 0 0 2

2 0 0
Queda comprobado que A - A™1 = <0 2 0) = 1.

0O 0 2
c)
-1 1 -1
Paraa =0esd=( 0 -2 1 | |A| = 4.
0 0 2
-1 = 1] = | -1 1
A |_|A|_|4|:>|A |_4'

24| =23 - |A| =8-4 =32 = |24]| = 32.

Para la resolucion de este apartado conviene r@cprdpiedades de las matri-
ces y los determinantes tales como las siguientes:

Cuando se multiplica una matriz por un nimero gaadultiplicados todos los
elementos de la matriz por dicho nimero.

Si los elementos de una linea de una matriz séphedn por un numero, el
determinante de la matriz queda multiplicado pohdinumero.
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4°) Dados los vectores= (0,1,1),7v = (1,1,—-1) yw = (2,0, 3):

a) Determina el valor d& € R tal que el vectoti — Av sea perpendicularia.

b) ¢, Son linealmente dependientes los vectdréy w? Razona la respuesta.

¢) Encuentra razonadamente las ecuaciones implizitzgtesianas de la recta que
pasa por el punt®(2,0,2) y que sea perpendicular simultaneamente a lo®nesct

Uy .

“ T—A5=(0,1,1)—A(1,1,-1) = (0,1,1) = (L4 —A) = (=1, 1 = 4, 1 + A).
Dos vectores son perpendiculares cuando su peésacalar es cero:
@—AD) - W=(-AL1—-AL1+21)-(20,3)=-21+3+31=0; 1 +3 = 0.
Los vectores (U — AV) y W son perpendiculares para A = —3.
b)

Los vectores {u, v, w} son linealmente dependientes cuando son coplana-
rios, es decir: cuando el rango del determinante que forman es cero.

0 1 1
Rang {u,v,w}=>1[1 1 —-1|=-2-2-3=-7=+0.
2 0 3

Los vectores U,V y w son linealmente independientes.

c)
El vector director de la recta pedid@&s cualquiera que sea linealmente depen-
diente del producto vectorial de los vectaigsv:

(0,1,1),v =(1,1,-1)

i J k
v,=UuAv=|0 1 1|=—-i+j—k—-i=-2i+j—k=(-2,1-1).
1 1 -1

La expresion de expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones castio pa-
ramétricas es la siguiente:
vz y 22 {x=2+21
TET:— TOTE y=—/1
z=24+A
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59 a) El 60 % del censo de una ciudad son mujeres. tedsrpncias de las mujeres
por los tres partidos que se presentan son: 30t&ad, el 50 % a B y el resto a C;
mientras que entre los hombres las preferenciasesdg % votas d, el 60 % a By
el resto a C. Elegida al azar una persona del ceatmla razonadamente la probabi-
lidad de:

a,) Ser hombre y votante de C.a,) Siresultd ser votante de B, que sea muijer.

b) Las notas que se han obtenido por 1.000 oposit@eseguido una distribucion
normal de media 4,05 y desviacion tipica 2,5.

b,) ¢ Cuantos opositores han superado el 5? Razoesplaasta.

b) Si tenemos que adjudicar 330 plazas, calcula estamente la nota de corte.

->p=06-03=0,18
->p=06-05=030
->p=06-02=0,12
—p=04-01=0,04

-p=04-06=0,24

-p=04-03=0,12

a)
P=P(HNC)=P(H)-P(C/H)=0,4-03=0,12.
@2) ( ) (M)-P(B/M) (M)-P(B/M)
P(MNB)  P(M)-P(B/M P(M)-P(B/M
P =pPM/B) = P(B) P(B) ~ P(M)-P(B/M)+P(H)-P(B/H)
__ 0605 _ 030 _030_30_5_ 0,5556.
0,6:0,5+0,4:0,6  0,30+0,24 0,54 54 9

b)

by)
Datos:n = 1.000; u = 4,05; o= 2,5.

e g . X—- X—-4,05
Tipificando la variableZ = J”= .

P=P(X>5):P(Z>5_24’L’505)=P(Z>%):P(Z>0,38):



=1-P(Z<0,38)=1-0,6480 = 0,3520.

0,352 - 1000 = 352.

Han superado el 5 de nota 352 opositores.

bs)

La probabilidad de que un aspirante sea admitiqh):esl% = 0,33.

La probabilidad de que no sea admitidgges1 —p =1 - 0,12 = 0,67.

No—4,05

p(X < No) =0,67=p(Z < )=067.

Mirando en el interior de la tabla dada de laashenitadas por la curvé(0, 1),
con el valor de 0,67 se obtiene: 0,44.

No—4,05
2,5

=0,44; No—4,05=0,44 > No =4,05+ 1,1 =5,15.

La nota de corte es de 5,15.
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